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XXVII. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Nagyvarad, 2017. februar 23 —26.

I. fordulé - 9. osztaly

1. feladat:

Két jatékos a kovetkezd jatékot jatssza: Az 1,2,3,...,2017 véges szamsorozatbol valtakozva

kivalasztanak egy-egy szamot, és azt torlik a sorozatbol. Barmelyikiik latja, hogy milyen
szamot valasztott a masik. Mindketten feljegyzik a fiizetiikbe az altaluk kivalasztott
szamokat. A jaték akkor ér véget, amikor a megadott szdmsorozatban mar nem marad szadm.
A jatékot az a jatékos nyeri meg, aki altal kivalasztott szamok Osszege nem oszthatd 3-mal.
Melyik jatékosnak van nyerd stratégiaja? Valamelyik jatékos nyerd stratégiaja azt jelenti,
hogy fiiggetlentil az ellenfél 1épéseitdl, az illetd jatékos nyer.

Szilagyi Judit, Kolozsvar, Biro Béla, Sepsiszentgyorgy

Megoldas:

A kezdéjatékost nevezzilk A — nak, a masikat B — nek. Vegylik észre, hogy a megadott
szamsorozatban 673 darab 3k+1 alak®, 672 darab 3k alaku, illetve 672 darab 3k+2 alak(
szam van. (1)

A —nak van nyer0 stratégiaja €s ez a kovetkezo:

Els6 valasztasa egy 3k+1 alakt szam. Ezzel a valasztassal eléri, hogy ugy a 3k, mint a 3k+1,
illetve 3k+2 alakti szamokbol ugyanannyi, 672 darab marad a sorozatban.

Ett6l kezdve amilyen tipusu szamot valaszt a masodik jatékos, ugyan olyan tipusut valaszt 6
is. Mivel mindhdrom tipusbol paros szamu van, a jaték végén a B jatékosnak 336 darabja
lesz mindegyik tipusu szambol, az A jatékosnak pedig a 3k és 3k+2 alaku szamokbol 336 a
3k+1 alakubol pedig 337 darab szam lesz.

fgy a B jatékos szamainak sszege 3 tobbszorose, az A jatékosé pedig 3k+1 alaku, vagyis nem

oszthato 3-mal. Tehat, barhogy is jatsszon a B jatékos, ezzel a stratégiaval az A jatékos nyer.
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2. feladat:
Az ABC hegyesszogii haromszogben, melyben m(ABCx) =75°. Legyen M e(BC) ugy,

hogy AM 1 BC, valamint N e (AC) ugy, hogy % = % Az (MN félegyenesen jeloljiik

O —val azt a pontot, melyre MO = % AB.
a) Igazold, hogy m(AOBx)=90°.
b) Jelolje F az AB szakasz felezépontjat. Bizonyitsd be, hogy OF 1 AB.

Biro Béla, Sepsziszentgyorgy
Megoldas:

A bizonyitdsi gondolatmenet leirdsdhoz hasznéljuk a mellékelt dbrat!

A

c

Mivel m(ABC) =75° és m(AMB) =90° ezért a m(BAM ) =15°

Tekintsiik az FOM haromszoget, melyrdl kimutatjuk, hogy egyenld oldalq.

Valoban: a feltevés alapjan MF az ABM derékszogli haromszog atfogojahoz tartozo
oldalfelezo.

Ezért FM = AF =FB. (2)

(1)és (2= m(FMAXL) = m(FAM £)=15° (3)

A feladatban adott aranyparbol, a szogfelez6 tétele alapjan, kovetkezik, hogy az (MN

félegyenes az AMC X szogfelezdje, ezért m(AMOL ) =45°. (4)

(3) és (4)m(FMOx) = m(FMAL ) +m( AMO ) =15°+45° = 60° (5)
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. . 1
Masrészt a feladat egyik feltevése alapjan MO = > AB=FB . (6)

A (2) —es, (5) — 0s és (6) — os egybevetésébol adodik, hogy az FMO, egyenl6 oldali, ezért
FO=FM =FB=FA, (7) vagyis az A, O ¢és B pontok egy F kozépponta és AB atmérdji
koron vannak. Innen adodik, hogy az AOBX félkorbe irt keriileti szog, tehat derékszog.

Ezzel az a) alpont allitasat igazoltuk.

b) Masrészt: Abbol, hogy m( AMB)=90°¢és m(AOBx)=90°, adodik, hogy AOMB
hurnégyszog. Emiatt m ( BAM z() = m(BOM z() =15° (lasd (1) - et)

A BOM, haromszdg szogeinek mértékét vizsgalva, az eddig megszerzett informdaciok
alapjan kovetkezik, hogy m(OBM £)=30°. Ezt egybevetve azzal, hogy az AOMB négyszog
korbeirhatd, kapjuk, hogy m(OAM £)=m(OBM «)=30°. (8)

(1) és (8) = m(FAOx)=15°+30°=45° (9)

(7) = FO = FA, amit (9) - cel egybe vetve, kapjuk, hogy

m(FAOX)=m(FOAX)=45° és m(AFO)=90°, azaz OF L AB.
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3. feladat:

Adott az M ={x2+2y| x,yeN} halmaz. lgazold, hogy az M halmaz elemei kozott

nincsenek 7-tel oszthatd egész szamok.

Jakab Tibor, Sepsziszentgyorgy
Megoldas:
Megmutatjuk, hogy (x2 +2y) nem oszthatd 7-el, Vx,y e N esetén. Az M halmaz egyetlen
eleme sem oszthato 7-el.
frhaté, hogy x*=0,1,2,4(mod7), az x? szam 7-el val6 osztasi maradéka 0,1,2,4 lehet, mert
X = 7k +r alaki, ahol r e {0,1,2,3,4,5,6}
Hasonléan, 2’ =1,2,4(mod7), a 2’ alaku szamok 7-el val6 osztdsi maradékai 3 periodussal
ismétlddnek, mert 243 —2% = 2%(2° —1)=7.2 oszthat6 7-el.

Elkészitiink egy tablazatot az (X2 + 2y) szam 7-el vald osztasi maradékaira.

2 maradékai (->) 1 2 4

x* maradékai (alabb)

Al N | O
gl W N
o B WD
= o o &~

A tablazatban feltiintettik az (X2 + 2y) szam 7-el vald osztasi maradékait. Mivel itt nem

szerepel a 0, kovetkezik, hogy (X2 + 2y) nem oszthatd 7-el, VX, y € N esetén.
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4. feladat:
Az ABCa-ben D,E e(AB) ugy, hogy [AD]=[DE]=[EB] ¢és F e(AC) tgy, hogy AF =%AC.

Legyen BFCD={M}, BFNCE ={N}.

Igazold, hogy TDﬂ:E.
CDE 14
Simon Jozsef, Csikszereda
Megoldas:
Sziikségiink lesz a C—N, Sl aranyokra, amelyeket
CE CD

Menelaosz tételének alkalmazasaval kapunk meg.

Az AEC. és B, N, F kollinearis pontok esetén Menelaosz

tétel alkalmazasaval — — —=1 = ——.—=1 =
BE FA NC 11 NC

NC o CN_6

NE CE 7

Az ADCa ¢s B, M, F kollinearis pontok esetén Menelaosz tétel alkalmazasaval

BA FC MD 3 2 MD MC cM 3
BD FA MC 21" MC MD CD 4
. 1
CM -CN -sin (DCE)- =
Az (1) és (2) felhasznalasaval = —SM — 2_CM CN _36_9
Teoe 1 CD CE 47 14

CD-CE -sin (DCE)

Ugyanakkor Tpeuu = Toee — Temn » @h0ONNAN Toew _ 5

Toee 14
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5. feladat:
Hatarozd meg azokat az X irracionalis szamokat, amelyekre X(X +1) és X (X + 2) egesz
szamok.

dr. Bencze Mihaly, Bukarest
Megoldas:
Legyen x(x+1)=aés x*(x+2)=b, kijelent szerint a,beZ.

A fenti dsszefliggésekbol X =a—X és x-x*+2(a—x)=b

= x(a—x)+2a—2x:b — ax—x’+2a-2x=b = ax—a+x+2a-2x=b = ax—x+a=b
x(a-1)=b-a.

1) Ha a¢1:>a—1¢0:>x:b;?, hamis mert xe R—Qés b
a_

— <0
1+.5

2

2) Ha a=1=0=b-a=a=b=1 x*+x-1=0=x,= , és mivel ezek

irracionalisak, ezért éppen ezek a megoldasok.

Ellendrizziik, hogy ezekre az X értékekre a,beZ.

6. feladat:
Hanyféleképpen lehet megadni harom pozitiv egész szamot, melyekre a<b<c ¢és
abc =30030 teljesiil?

Roka Sandor, Nyiregyhaza
Megoldas:
30030=2-3-5-7-11-13 miatt nekiink 6 primszamot (a 2, 3, 5, 7, 11 és 13 szamokat) kell
harom halmazba szétosztani, és igy adjuk meg az a, b, ¢ szamok primtényezait.
Ez a szétosztas 3°-féleképp torténhet, hiszen a hat prim mindegyikénél 3 valasztasi lehetéség

van: az elsd, a masodik vagy a harmadik halmazba tessziik 6t.
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Ezen szétosztasok koziil harmat kivesziink, azokat amelyeknél mind a hat prim ugyanabba a
halmazba keriilt, az 1., a 2. vagy a 3. halmazba: ekkor az a, b, ¢ szamok egyike 30030, a
masik kettd pedig 1.

Egy szétosztas esetén az 1., 2. és 3. halmazok sorrendjét megvaltoztatva masik szétosztast
kapunk, 0sszesen 3!= 6-féle sorrend van. Ezek koziil csak egyet szamolunk, amikor teljesiil

6

az a<b <c sorrend. Emiatt a keresett {a, b, ¢} szamharmasok szama =121,




