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XXVII. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Nagyvarad, 2017. februar 23 —26.

I. fordulo - 10. osztaly

1. feladat:

Igazold, hogy n* +89n° +2027 nem irhato fel két primszam &sszegeként egyetlen n e N

esetén se!
Dr. Bencze Mihaly, Bukarest,
David Geéza, Székelyudvarhely

Megoldas:

A n*+89n° +2027 paratlan minden 7 € N esetén, tehat, ha felirhaté két primszam

Osszegeként, akkor az egyik pimszam 2 kell legyen.

Ezért n*+89n° +2025 primszam kell legyen, ami ellentmondas, mert
n* +89n +2025 = (n* +45) —n* = (n* ~n+45)(n> +n+45),

ahol mindkét tényezd nagyobb, mint 1 barmely n € N esetén.

2. feladat:
Az elsé 1000 pozitiv egész szam kozott hdny olyan szam van, amelyeknek a pozitiv
osztdinak dsszege paratlan?

Roka Sandor, Nyiregyhaza
Megoldas.
Egy pératlan #» szdm minden osztdja paratlan.
Ezen paratlan osztok 6sszege akkor lesz paratlan, ha paratlan sok szamot adunk 6ssze. Mint
tudjuk, a négyzetszdmoknak ¢és csakis nekik van paratlan szdmu osztdja. Tehat a paratlan
szamok koziil a négyzetszamok azok, melyek osztoinak 6sszege paratlan.

Az n=2"-m paros szam (ahol m pératlan) paros osztdinak dsszege paros, igy n osztdinak

Osszege akkor pératlan, ha a paratlan osztok 0sszege pératlan, azaz a paratlan osztok szama

paratlan. Az n paratlan 0szt6i azonosak m osztdival. Az el6bb mar lattuk, ez azt jelenti, hogy

az m paratlan szam négyzetszam, m = b>, tehat n=2* -m =2* . b*.
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Ha a 2-hatvdnybdl a 2-es tényezéket parosaval kiemeljiik, akkor n vagy az n = a’, vagy
n=2a" alakot dlti.

Azt kaptuk, hogy az a” ésa 2a’ alaka szdmok azok, melyek osztoinak dsszege paratlan.
1000-ig 31 négyzetszam van, és 22 olyan szam, mely 2a” alaki. A keresett szamok szama

31+22=53.

3. feladat:

Adott kilenc, paronként kiillonboz6 pozitiv egész szam, melyeknek 6sszege 130. Igazold,

hogy létezik kozottiik négy olyan, melyeknek dsszege legalabb 70.
Biro Béla, Sepsiszentgyorgy

Megoldas:
A szamokat nagybetiikkel jelolve, allitsuk ndvekvd sorrendbe:
A<B<C<D<E<F<G<H<I
Ismert, hogy
A+B+C+D+E+F+G+H+1=130
A kozépsd szamra Osszpontositva, két esetet kiilonboztetiink meg:
1) Haaz E pozitiv egész szam legalabb 15 , akkor az F+ G+ H +1 0sszeg legalabb
16+17+18+19 =70 , ami a feladat allitasat bizonyitja.
2) Haaz E pozitiv egész szam legfennebb 14 akkoraz A+ B+ C+ D+ E 0sszeg
legfennebb 10+11+12+13+14 =60 . Igy a tobbi négy szam 6sszege, vagyis
F+G+H+1 mostis legalabb 130—-60=70 .

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

4. feladat:
Az ABCD konvex négyszog oldalaira kiviilrél megszerkesztjiik az ABR, BCT , DCS és
APD egyenlooldali haromszogeket. Legyen QO az AS és PC szakaszok, O pedigaz AT és

RC szakaszok metszéspontja. Igazold, hogy:
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a) £+£22
RC AS

b)  AQ+2DO+QC=P0O+0Sés AO+2BO+0C =RO+OT

NG

c) TAQCO = T

(A0-OC + 40-0C)

Palhegyi-Farkas LaszIo, Nagyvarad
Megoldas:

a) m(PDC) = m(ADS) = 60°+m(ADC) PD= AD és DC = DS . Tehat az ADS és PDC
haromszogek kongruensek, ezért

PC = AS =a . Hasonldan igazoljuk,
hogy RC = AT =b . Ezért

PC AT a b a b
—t—=—t+—22,|——=2
RC AS b a b a

b) Induljunk ki a négyszogbdl és a

megszerkesztett haromszogekbdl.
Legyenek Q és O az ABR és BTC
haromszogek, illetve az APD és DCS
haromszogek koré irt korok masodik

metszéspontjai. Akkor

m(DOS) = m(DCS) = 60°

S

m(@) = m(ﬁ/ﬁ’) =60°¢s m(@) = m(@) =60°. Tehataz A4, Q,S pontok

kollinearisak. Hasonl6an torténik a P, O, C pontok, az R, O,C pontok és A4, O, T pontok
kollinearitasanak bizonyitésa is.

Tovabba alkalmazzuk a Van Schooten tételt : ” Legyen P egy tetszoleges pont az ABC
egyenldoldalu hardmszog koré irt koron. Ha P az 4 ponttdl van a legtavolabb, akkor

PA=PB+ PC”, melyet az alabbiakban bizonyitunk:
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Alkalmazzuk Ptolemaiosz tételét az ABPC korbeirhatd négyszogben:
AP-BC = AB-PC+ PB- AC. De a haromszog egyenlo oldald, ezért azonnal kovetkezik,
hogy PA=PB+PC.

Alkalmazzuk a fenti megallapitast az AOBR , BOCT , APDQ és QDSC korbeirhato
négyszogekre:

PQ=A40+0D (1)

SO=DO+0C (2)

OT =BO+0C (3)

RO=BO+A40 (4)

Ha 6sszeadjuk az (1). és (2)., illetve a (3). és (4). Osszefiiggéseket kovetkezik
AQ+2DQ+QC=PO+0S¢és AO+2BO+0C =RO+O0OT

¢) m(POS) = m(POD)+m(DQS) = m(PAD)+m(DCS) = 60°+60° = 120° . Hasonloan
igazoljuk, hogy m(A40C)=120° .

A0-0C-sin120° A0-OC-sin120° /3
AKKOr T, = Type + Thoc = Q-9 : + : :T(AQ-QC+AO-0C)

5. feladat:
Az ABC haromszog C csticsan atmend kor az AB oldalt a D pontban érinti, ahol D felezi a
haromszog oldalat. A kor az AC és BC oldalakat az M és N pontban metszi, tovabba
AC : BC =3:2. Mekkora az ADM és a DBN haromszogek teriiletének aranya?

Roka Sandor, Nyiregyhaza
Megoldas.
Az AC:BC =3:2 arany miatt legyen AC =3a, BC =2a. Legyen AM =x, BN =y, és

AD =DB =c; m(CAB)=a ¢és. m(ABC)= [ (Lasd az abrat.)
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2a

y

o ﬂ_
A C D C B

T 1/2)x-c-si s
Az ADM és a DBN haromszogek teriiletének aranya: —22 = (/2)-c-sina _ x-sina

Tppy (l/2)y-c'sin,8 B y-sinf’

. , . sina 2
A szinusztétel miatt — =—.
sinff 3

Az ADM a~ ACDa és az BDN a~ CDBa hasonlosagokbol kapjuk, hogy: 3a-x=c’>=2a-y,

oy X =2
ng 3
T (U2)x-c-sina  x-sina

Ezek alapjan = =
> Tosy (1/2)y-c -sinfi y-sinff

22
33

IFS

6. feladat:

abc

—’
Nat+b* +¢?

1
Igazold, hogy ha az a,b, c oldalhosszi ABC haromszog teriilete 7" = ﬁ

akkor a haromszog derékszogii!

lakab Tibor, Sepsiszentgyorgy

1. Megoldas

L abc - abc _L abc
NP 4R N2 o 1 b+

Irhato, hogy T =
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a sz—l;c képletet hasznaltuk) < \/m =22R & a* +b* +c* =8R* &
sin® A+sin”> B+sin’C=2

az a = 2Rsin A képletet hasznaltuk)

sin® A+sin’ B+sin’ C =2 <

Z(l —cos24)=4

a cos2x =1-2sin” x képletet haszndltuk) <
3—(c0s24+cos2B+cos2C) =4 < cos24+cos2B +cos2C +1=0 <
(cos2A+cos2B) +(cos2C+1)=0

a tagokat csoportositottuk) <

2cos(4+ B)cos(4—B)+2cos’C=0

a cos2x =2cos’ x—1 és cos p +cosq képleteket hasznaltuk ) <
cos(4+ B)cos(A4— B)+cos’(4+B)=0 <

cos(4 + B)[cos(A — B)+cos(4+ B)] =0

2cos(A+ B)cos Acos B =0 <

cosAcosBcosC =0 < az ABC haromszog derékszogl.

2. Megoldas

Adhato egy kevésbé elegans megoldas is, amelyben felhasznaljuk az

16T =2a°b” +2a°c® +2b°c” —a* —b* — c* egyenldséget. Ezt Heron képletébol kaphatjuk
meg.

A feladatbeli egyenldség igy irhato

T = ZTz(a2+b2+cz)=a2bzcz<:>

1 abc
2 Na> +b* +¢?
16T (a2 +b*+c’ ) =8a’h’c’ < ... (elvégezziik a szorzasokat) <

a‘b’ +a’b* +atct +atet +bter + b7t —a® —b° —c® —2a*h*c? =0 =
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a4(b2 +c’ —a2)+2b202(b2 +c? —612)—l)4(l)2 +c’ —az)—c4(b2 +c? —az):o =

(b2+c )[4—(b2—cz)2J:0 =
(b2 +c’—a Xa +c’ bzXa2 +b’ —cz): 0 < az ABC haromszog derékszogii.

Megjegyzés: Kezdetben ugy csoportositjuk a tagokat, hogy tudjuk kiemelni a (b2 +c’—a’ )

tényezot.



