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x+lo y?+1
X
1. feladat: Oldd meg a valés szamok halmazan az {y +1 = 7% +1 egyenletrendszert!

1
Z+==x"+1
z

Biro Béla, Sepsiszentgyorgy
Megoldas:

=y +1(1)

LN} (2) és x#0,y =0,z 0 egyenletrendszerrel.

Az egyenletrendszer egyenértékii az

2’ +1

=x*+1(3)

Ezek az egyenléségek csak akkor teljesiilnek, ha x>0,y >0 és z>0 . Ennek figyelembe

vételével és a szamtani — mértani kozepekre vonatkozo6 egyenldtlenségek alkalmazéasaval

irhatjuk, hogyx+§2 2, y+122, Z+%22 .(4)
y

Az (1),(2),(3)és(4) egybevetésével kapjuk, hogy x> +1>2, y*+1>2, z°+1>2. Innen
pedig x>1,y>1és z>1 (5).

Masrészt: az egyenletek megfeleld oldalainak 6sszeszorzasaval, egyszeriisités utan, kapjuk,
hogy x-y-z=1 (6).

Az (5) és (6) egyiittes hatdsa miatt csak az X = y = z =1 johet szamitasba.

Megforditva: kozvetleniil ellendrizhetd, hogy az (1, 1, 1) szamharmas kielégiti a rendszer

minden egyenletét.

Tehat az adott egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van, éspedig az (1, 1, 1) szamharmas.
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2017
2. feladat: lgazold, hogy 2) n-2"+2018-2"* oszthato 2017 -tel!

n=1

Komdn Zsombor, Brasso

Megoldas:

Indukcidval igazolhatd, hogy D k-2 =(n-1)2""+2,VneN" esetén.

k=1

Ahonnan

2017
2> "n-2"+2018- 2" =2(2016-2°"° +2) + 2018- 2" = 2016 2" + 2018- 2" + 4 =

n-1
= (2017 —1) -2 £ 2018-2%"° + 4=2017-2%"° - 2% + 2018- 2" + 4 =
=2017-2%°" +2016-2°"® +4 = 2017- 2% +2017-2°%% — 2% 1 4 =
=2017-2%% +2017-2°° —4- (2" -1).

Mivel az Osszeg elso két tagja oszthato 2017 -tel, csak azt kell bizonyitani, hogy
2°%"° _1 oszthat6 2017 -tel, amely a kis Fermat-tétel alapjan igaz.

Megjegyzés:

1. Legyen S=> k-x*=1-x+2-x*+3-x*+...+n-x", akkor
k=1

XS =1-x"+2-x*+3-x* +...+n-x"". A két egyenlséget kivonva egymasbol kovetkezik,

1-X" e n-x"2—(n+1)-x" +x
1-Xx 1-x

hogy (1-X)S =Xx+X* +x* 4.+ X" —n-X"" = x-

n-x"?—(n+1)-x"* +x
(1-x)’ '

ahonnan S =

n ! . n+2_ A n+l
x-(x _1J _ X (n+1)-x"* +x
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3. feladat: Szabalyos haromszoglapokbol és négyzetlapokbol n oldala sokszogeket rakunk Ki
atfedés nélkiil. Tudva, hogy a haromszoglapok illetve a négyzetlapok oldalainak hossza nem

feltétleniil azonos, hatarozd meg az n lehetséges értékeit.

Roka Sandor, Nyiregyhaza

Megoldas:
ne{3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} esetén van olyan n oldali konvex sokszdg, mely a kivant

modon kirakhato.

n=9 n=10 n=11 n=12

Ha egy konvex sokszoget az elvart modon rakunk ki négyzetekbdl és szabalyos
haromszogekbdl, akkor a kirakott sokszog belsé szogeinek mértéke 60°,90°,120° vagy 150°

lehet, emiatt a kiilsé szogek legalabb 30°-osak. A sokszog kiilsé szogeinek 0sszege 360°,
azaz n-30°<360°,

tehat n<12.
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4. feladat: Adott az A= {1, 3,5,7,9. ..,2017}> halmaz. Legalabb hany elemet kell kivalasztani

az A halmaz elemei koziil, hogy a kivalasztott elemek kozott legyen legalabb két elem,
amelyek hanyadosa 7 tobbszorose?

Matéfi Istvan, Marosvasarhely
Megoldas:

Az A halmaz elemeibdl olyan részhalmazokat képeziink, amelyek { p.7p,7°p,7°p,.. }
alaktak.
Ha pe{13,5}, akkor felirhatoak a { p,7p,7°p, 7° p} halmazok.

Ha pe{9,11,13,...,41}\{21,35}, akkor a keresett halmaz {p,7p,7*p} alakiiak.
Ha p e {43,45,47,...,285}\{7k|k € {7,9,11...,39}}, akkor a keresett halmaz {p,7p}

alakua.
A fentiekben felsoroltunk 3 olyan részhalmazt, amelynek 4 eleme van, 15 olyan részhalmazt,
amelynek 3 eleme van, 105 olyan részhalmazt, amelynek 2 eleme van, tehat 6sszesen 267
elem talalhato a fenti halmazokban, maradt 742 elem.
A 742 elem barmely két elemének hanyadosa nem lehet 7 tobbszorose.
Ha kivélasztjuk az 742 elemet és egy-egy elemet a kételemii a haromelemti illetve a
négyelemill halmazokbol, akkor a kivalasztott elemek szama 865 és ezek koziil barmely két
elem hanyadosa nem tobbszordse 7-nek.
A tovabbiakban, ha barmely elemet valasztjuk, akkor a kivalasztott elemek kozott biztosan
van két elem, amelyek hanyadosa 7 tobbszordse.
Tehat legalabb 866 elemet kell kivalasztani.
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5. feladat: Adottak az a,b e C gy, hogy [a* +b*|<2, Vk€{3,57,...,2n+1}, ne N’ &

|a-b|<1. Igazold, hogy |a+b|<2.

Dr.Bencze Mihaly, Bukarest
Megoldas:

Newton binomialis tételét alkalmazva kapjuk, hogy:

2n+l _ ~o0 2n+1 1 2n 2 2n-1j,2 2n 2n-1 2n+1j 2n+1
(a+b)" " =C; 2" +C;,,2"h+C;, 2" b’ +...+Cj @b +Co b

Felhasznalvaa CX , =C2"% vk =0,n egyenléségeket felirhatjuk, hogy:

2n+1 2n+1

2”+1_ 2n+l 2n+l 1 2n 2n 2 2n-142 2| 2n-1 n N+l n Ny N+1
(a+b)" " =a"""+b +Czn+1(a b+ab )+Czn+1(a b* +a’b )+...+C2n+l(a b" +a"b )
ahonnan

(a+b)" =a™ +b™ +C) (2" +b°")ab+C, , (a” +b*"%)a’h’ +...+Cp,, (a+b)a"p".
Alkalmazva a |z, + 7| <|z|+|2,|,Vz,, 2, € C, |7, 7,| =|7,|-|2,|, VZ,, 2, € C Gsszefiiggéseket

2n+1

kapjuk, hogy:|a +b| +Cppp (@2 + 0" [ab| +...+C;,, [a+Db|[a"D"

< ‘a2n+l n b2n+l

Jeldlje r =|a+b|>0, a fenti egyenlétlenségbdl kdvetkezik

+2.C2 +..42-CM 4r.C" felhasznalva a

2n+1 1
r <2+2.C 2n+1 2n+1 20+l 2

2n+1

Cy ., +Ci  +C2  +...+C]  =2""azonossigot kapjuk, hogy

r.2I’1+1 _ 22n+1 + 2Cn

n
o — - Conyy <0, ahonnan

2n+l —

(r=2)(r*" +2r*" +4r*" 2 4.8r"" %+ 4+ 22" r+2%"~C} ) <0, de mivel 2" —Cj, , >0 és

420 4 4r202 48r2" 0 442%™ r > Okapjuk, hogy r—2<0 vagyis [a+b|<2.
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6. feladat: Az ABC haromszoghen AB=n+2, BC=n+1, AC=n,ahol neN,n>2 ¢és
(AD szogfelez6. Az A csicson atmend kor a BC oldalta D pontban érinti, és az AB ¢és

AC oldalakat az E illetve F pontokban metszi.

a) Mutasd ki, hogy EF || BC !

b) Szamitsd ki az EF szakasz hosszat!
Roka Sandor, Nyiregyhdza

Megoldas:
A
L

[24

B D C

a) (AD szogfelezd = m(BAD) =m (CAD) —u° (1)
m(EAD) - m(EFD) =u° (keriileti szogek) )
m(CAD) =m ( FDC) = u° (keriileti szogek) 3)

Az (1), (2), (3) = EFD = FDC = EF || BC (belsé valté szogek).

b) Felhasznalva a szogfelez6 tételét kapjuk, hogy:

AB:BD: n+2_  BD :>BD:n+2(4)
AC DC n n+1-BD 2

Mivel BDEA ~ BADA = BD? =BE-BA

(4)
= BE:”T”: AE=%(n+2) (5)

AE EF

Alkalmazva a hasonlosag alaptételét az ABC haromszdgben 5 = BC

(5)

=EF :%(n+l).



