Ministerul Educatiei Nationale
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XXVII. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Nagyvarad, 2017. februar 23 —26.

I1. forduld - 9. osztaly

1. feladat:

Az ABC haromszog oldalainak hossza rendre az a, b, ¢ pozitiv valds szamok. Ha fennall az

b

a,h_ °
NN

>+/a’ +b® +¢® egyenldtlenség, igazold, hogy a haromszdg derékszogii!

Vass Csilla, Sepsiszentgyorgy

Megoldas:
%+%+%2\/a2+b2+02 < a+by2++/B8c>6-Va?+b*+c? (1)

Alkalmazva a Cauchy-Bunyakovskij-Schwarz egyenldtlenséget kovetkezik, hogy:

(a+b\/§+\/§c)2£(12+ 22+\/§2)(a2+b2+cz)<:>a+b\/§+\/§0£\/€-\/a2+b2+c2 2)
(1), (2) =a+bv2++/3c=+/6-ya?+b*+c?

Mivel a Cauchy-Buniakovski-Schwarz egyenlétlenségben, egyenldség all fenn kovetkezik,

hogy:E i:oc>0 ahonnan a=a, b=a+2 és c=a+/3.

b
1 2 B
Mivel o +(a\/§)2 = (a\/§)2 = a’ +b? =¢® tehat az ABC hiromszdg derékszdgii C -ben.

Megjegyzés: A feladat teljes négyzetek kialakitasaval is megoldhato.
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2. feladat:
Az ABC haromszog AB ¢s AC oldalat felosztjuk n egyenld részre, n> 2. Az osztopontokat az
A-tol kiindulva az AB oldalon By, B, ..., By, illetve az AC oldalon C,, C,, ..., Cp.1-¢l jeloljiik.

a) lgazold, hogy a BC, ; +B,C,, +..+B_C, sszegvektor ésa BC vektor kollinearis.
b) A[BC,,] szakaszon felvessziik az M, pontot, a [B,C, ,]-naz M,pontot, ... ,a

[B,..C, ] szakaszon pedig az M, pontot Gigy, hogy I\fkcl\:ﬂk __K T barmely k =1,n-1
k~n—k o

-1
esetén. Hatdrozd meg a Z AM, 0Osszeget.
k=1

Meészar Julianna, Nagyszalonta

Megoldas:

n-1 1l n_ K —
BC, .= (—AC-—-AB)=AC- Z

k=1 k== N n

- —AB. k21:5=—Bc

Tehat az 6sszegvektor kollinearis a BC vektorral.
n-k -—

AB+ K DK e
n n

nlmznl((n_k)kﬁJrk(r;;k)ch (AB+AC)- i (n- k)k (n6;1) (AB+AC)
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3. feladat:

Adott az (an) sorozat ugy, hogy a, =0, a,=1¢ésaz a,, a

10 ., szamok minden n

n>1

paratlan szdmra szamtani haladvanyban és minden n paros szamra mértani haladvanyban

k? n-1
vannak. Igazold, hogy Z = :
k=2 Q1 " Ay n

dr. Bencze Mihdly, Bukarest
Megoldas:
Kiszadmitjuk a sorozat a, =2,a, =6, a, =12, a, = 20 paratlan és
a, =4,a, =9, a; =16 paros indexli néhany tagjat.
Eszrevessziik, hogy a, , =(n—1)n, a,, =n’, VneN",
Matematikai indukcié modszerével kapjuk:
Ellenérizzik k =1-re a, =0, a, =1-igaz
Feltételezziik, k-raigaz: a,_, = (k—1)k, a,, =k?
Bizonyitjuk k+1-re : a, ., =k(k+1), a,, ., = (K +1)°.
&y, =28, —ay, =2k* —(k—Dk =k* +k =k(k +1)
a2k+1 k?(k+1)° = (k+1)?

&, k2

: ” n—1
Tehie 3 (k- 1)k3 _Z(k 1)k Z(k_fij o

k2a2k1a2k k=2 n

a'2k+2
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4, feladat:

lgazold, hogy [ﬁ}t[\/§]+[\/§}+[ﬁ]+...+[\/4n2 +4n —1} = w , barmely

neN", ahol [X] az X valos szam egész részét jeloli.

dr. Bencze Mihaly, Bukarest
Megoldas:
Eszrevessziik, hogy az dsszegben az egészrész értelmezése alapjan 2 darab 1-es, 2 darab 2-es,
4 darab 3-as, 4 darab 4-es, 6 darab 5-6s, 6 darab 6-0s és igy tovabb, 2n darab (2n-1)-es és 2n

darab 2n-es szam szerepel.

Valéban 2k —1 lesz az egészrésze a ~4k? —4K +1,+/4k? — 4k +3,...,v4k? =1 szamoknak, és

4K? —1—(4k2 — 4k +1)

ezekbdl +1=2k —-1+1=2k darab van.

Hasonloan 2K lesz az egészrésze a N4k +1,N4k? +3,...,N4k? + 4k —1 szamoknak és

4K? + 4Kk —1—(4k” +1)
2
fgy az 6sszeg: 2-1+2-2+4-3+4-4+6-5+6-6+...+2n-(2n—1)+2n-2n=

ezekbdl +1=2k -1+1=2k darab van.

:2(l+2)+4(3+4)+6(5+6)+...+2n(2n—1+2n):Zn:2k(4k—1):82n:k2—22n:k:
_3 n(n+1)(2n+1) 9 n(n+1) n(n+1)(8n+1)
- 6 2 3 '

Megjegyzés: A feladat a matematikai indukcié modszerével is igazolhato.



