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I1. fordulé - 10. osztaly
1. feladat:

Oldd meg a kovetkez6 egyenletet:
8% +27*+2-30" +54" +60" =12" +18" + 20" + 24" + 45* +90*

Kovacs Béla, Szatmarnemeti
Megoldas:

A szdmokat torzstényezokre bontjuk és alkalmazzuk a hatvanyok tulajdonsagait.

2% 133 4 2. 2% 35X £ X .3 1 02X .3X . BX =

22X .3)( +2X 32X +22X '5X +23X _3X +32X '5X +2X 32X .5)(

Hasznalvaa2* =a,3" =b, 5% =¢ jeloléseket atrendezziik az egyenletet és szorzatot
alakitunk ki.

a® + b3+ 2abc + ab® + a%bc = a%b + ab? + a’c + a’b + b?c + ab’c

a—b szorzotényez6t probalunk kialakitani.

a®—a%+b3—ab? +2abc—a’c—b%c+ab® -a*h+a’bc—ab%c =0

a’(a—h)—b?(a—b)-c(a—b)? —ab(a® -b?)+abc(a—b)=0

(a—b)(a® —b? —ac+bc—a’h—ab? +abc) =0

A masodik zardjelben az a+b —c¢ tényezot alakitjuk ki.

(a—b)(a® +ab—ac—b% —ab+bc—a®h—ab?+abc) =0

(a—b)(a(a+b—-c)—b(b+a—-c)—ab(a+b-c))=0

(a—b)(a+b-c)(a—b—ab) =0, ami csak az alabbi esetekben teljesiil:
1) a—b=0 esetben kapjuk, hogy 2* = 3*vagyis x=0.

X X
2) a+b=c esetben kapjuk, hogy 2* + 3* = 5% vagyis (%j +1= (g) _

Mivel a baloldali szigoruan csokkend €s a jobboldali szigoraan névekvo fliggvény,

kovetkezik, hogy X =1 az egyetlen megoldas.

X
3) a- b =ab esetben kapjuk, hogy 2*—3"=6" vagyis (%j —1=2%.
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Mivel a baloldali szigortian csokkend ¢€s a jobboldali szigoruan novekvo fliggvény,

kovetkezik, hogy X =-1 az egyetlen megoldas.

Az adott egyenlet megoldéshalmaza: {—1, 0,1} .

2. feladat:
lgazold, hogy ha a, >1 ke{12,....,n} ¢&s

.1 % a kkor 3" log, t
= + +..+ n , akkor og,t=n
(n-1)a,+a, (n-1)a,+a, (n-1)a +a, e

Dr.Bencze Mihaly, Bukarest
Megoldas:
Hasznalva a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenséget:

_ 2 (Xa) (Xa) 1y fm
t_z(n—l)a2+a3_Z((n—l)a2+a3) ny a nZal_\/E

kapjuk, hogy

anloga tzznlloga nf[ak :Eznzloga (a,a,..a,)=
a0 ka N4 ng

1 1,
:—Z(Iogak a, +log, a,+..+log, an)z—n - log, a; =n
[ n 1<i, j<n

3. feladat:

Az ABCDEF hatsz6g oldalaira kiviilre egyenl6 oldali haromszogeket szerkesztiink,
amelyeknek a kozéppontjait rendre M, N,O, P,Q és R-rel jeldljikk, ahol M az EF oldalra

szerkesztett haromszog kozéppontja. Igazold, hogy az NPR ¢és OQM haromszogek

stlypontjai akkor és csakis akkor esnek egybe, ha az ACE ¢és BDF haromszogek

sulypontjai is egybeesnek.

Palhegyi-Farkas LaszIo, Nagyvarad
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Megoldas:

Jeloljiik a pontok affixumait a megfeleld kisbettivel. Legyen N az AF oldalra kiviilrél
szerkesztett egyenldoldala
haromszog kozéppontja. A
haromszog legyen példaul FAG.
Akkor az FA szakasznak az F
koriili 60°-os forgatasaval
megkapjuk az FG szakaszt, vagyis

1+i\/§

g-f=¢(a—f),ahol e= 5

Tehat g=f +e(a—f) .

Innen megkapjuk a FAG haromszog
sulypontjat, legyen ennek a neve

példaul N . Akkor az affixuma:

n_a+f+g(a—f)

3
A cirkularis permutacio elve alapjan kapjuk a tobbi kozéppont affixumat is:
o b+a+e(b-a) c+b+e(c—b) d+c+e(d—c) i e+d+e(e—d) |
= ) = H = i) = eS
3 3 3 3
f+e+e(f—e
e Z( )

a+f+c+b+e+d+es(a-f+c-b+e—d)

Akkor NPR haromszog stlypontja: 9

b+a+d+c+f+e+e(b—a+d—c+f—e)
3 .

Ezek pedig akkor és csakis akkor egyenldek, ha a— f +c—-b+e—-d=b-a+d-c+f —e

¢s az OQM héromszog sulypontjai pedig:

a+c+e b+d+f

vagyis a+c+e=b+d+ famia 3

felirasban pontosan az ACE és BDF

sulypontjainak egybeesését jelenti.
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4. feladat:

Mutasd ki, hogy barmely ABC haromszdgben fennall az alabbi egyenlétlenség:

J@% +b? +4c? a? +b?)
2

oldalfelez6 hosszat jeloli. Mikor all fenn az egyenldség?

a-m,+b-m, < ,ahol m,,m, az a, illetve b oldalakhoz tartozo6
Zakany Monika, Nagybanya

Megoldas: Alkalmazzuk Cauchy- Bunyakovszkij- Schwarz egyenl6tlenséget az a, b,

valamint m_, m, szamokra:
(ma2 +mbz)-(a2 +b?)2(a-m, +b-m, .

2(b2 + cz)— a’

Tudjuk, hogy m.? = 7

Ezt felhasznalva kapjuk:

(Z(b2 +¢?)-a? +2(a% +c?)-b?
4

j'(a2 +b%)>(a-m, +b-m, ) <

a’+b?+4c?

1 -(a2+b2)2(a-ma+b-mb)2

Négyzetgyokot vonva a kapott egyenldtlenségbdl, kapjuk:

J(@% +b? +4c?)a? +b?)

a-m,+b-m, < >

Egyenl6éség akkor all fenn, amikor a Cauchy- Bunyakovszkij- Schwarz egyenlétlenségben is,

vagyis:

a _b , y a1 N s
— =—, ez a feltétel pontosan az egyenld szaru haromszog esetén teljestil.
m, m,
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2 2

. a
Valoban, az egyenldségi feltétel igy alakul: of = F és
b

a*+a’c? =b* +b%? < (a? —b?a® +b? +c?)=0<>a=h.

Tehat egyenld szart haromszog esetén all fenn az egyenldség.



