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I1. fordulo - 11. osztaly

1. feladat: Tekintsiik az 6sszes olyan A= (aij )Kigs harmadrendi négyzetes matrixot,
1<j<3

amelyben a; € {-2,2} barmely i, j €{1,2,3} esctén. Ezen matrixok halmazat jeldljiik H -val.

a) lgazold, hogy minden H -beli matrix determinansa oszthat6 32 -vel!

b) Bizonyitsd be, hogy H -ban 1étezik legalabb 171 olyan matrix, amelyeknek

determinansai egyenldek!
Biro Béla, Sepsiszentgyorgy

Megoldas:
a) Nyilvanvalo, hogy minden H -beli matrix egész elemi, ezért determinansaik is egész
szamok. Tehat értelme van az oszthatosagi kérdés felvetésének.
Tekintsiink egy tetszéleges H -beli A matrixot. A det(A) elsd sorat rogzitjiik (melyben 2
¢éslvagy —2 szerepel csupan) és ezt rendre adjuk hozza a masodik illetve a harmadik sorhoz.
Ekkor a masodik és harmadik soron a 0,4 vagy —4 szamok szerepelhetnek. fgy det (A)-nak
az elsd sorabol kiemelhetiink kozds tényezdként 2 -t, mig a masodik illetve a harmadik sorbdl

4 -et, tehat a teljes determindnsbol, 2-4-4=32-t gy, hogy a kiemelés utdn maradt

determinans elemei 0,-1,1 egészek, igy a determindns értéke is egész szam. Ezzel
bizonyitottuk, hogy tetszéleges H -beli A matrix determindnsa oszthato 32 -vel.

b) A fenti gondolatmenetet folytatva: tetszéleges AeH esetén, det(A) determinanst
haromszogszaballyal kifejtve 6 darab haromtényezds szorzat algebrai 6sszegét kapjuk, ahol
a tényezok 2 és/vagy —2.

gy —48= 6-(—2)3 <det(A)<6-2°=48 ¢s det(A) egész szam. Az a) alpontban bizonyitott
oszthatosagot is figyelembe véve azt kaptuk, hogy det(A) olyan 32 -vel oszthato egész

szam, amelyik a [—48, 48] intervallumban van. Ilyen szdm csak harom létezik, éspedig:

-32,0 ¢és 32.

Mindharom megvalosulhat determindnsértékként, példaul:
2 2 2 2 2 2 -2 -2 2

2 2 2|=0,]2 -2 2|=-32¢|2 -2 2/=32
2 2 2 2 2 2 2 2 2
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Tehat VAeH esetén detAe{—32,0, 32}. Masrészt: H -ban dsszesen 2° =512 matrix van.

Ha a H -beli matrixok koziil legfennebb 170 -nek lenne ugyanaz a szam a determinansa,
akkor legfennebb 3-170=510 matrixrél lehetne sz, ami ellentmond annak, hogy H

szamossaga 512. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

2. feladat: Igazold, hogy ha Ae 4, (IR), akkor

8 ) 2 2

§det(A +A+1,)2 (1-det(A)) +(1+Tr(A))

dr.Bencze Mihaly, Bukarest

Megoldas: Legyen P(x)=det(A-xl,)=x*—ax+b, ahol a=Tr(A), b=det(A).
Masrészt det( A+ A+1,)=det((A-el,)(A-&"1,))=P(e)-P(&%), ahol &° =1, & #1.
fgy det(A’+A+1,)=(c*~ac+b)(c—as’ +h)=a’+ab+a+b*—b+1.
Tehat a bizonyitand6 egyenldtlenség egyenértékii az alabbival:
8(a2 +ab+a+b? —b+1)—3(1—b)2 ~3(1+a)’ 20 4(b+a) +(b-1)" +(a+1)" >0
3. feladat: Egy 1x1l-es téglalap (egységnyi oldalu négyzet) atlojara szerkesztink egy
téglalapot, amelynek hosszusdga megegyezik az elézd téglalap atlojanak a hosszaval,
sz¢lessége pedig egységnyi. Folytatjuk a szerkesztést a kovetkezé moddon: a keletkezett

téglalap atlojara szerkesztiink egy ujabb téglalapot, amelynek hosszisiga megegyezik a

téglalap atlojanak a hosszéaval, szélessége pedig az el6zd téglalap atlojanak hosszaval. A

miveletet n-szer ismételjiik. Jelolje T, az n -edik téglalap teriiletét, ne N”.

a) Szamitsd ki a Ilm_]_n hatarértéket!
n—oo
n-1

n o k+1
b) Szamitsd ki a Iim{l+z( T)2 J hatarértéket!

n—oo k=2 K
Palhegyi—Farkas Laszlo, Nagyvarad és Mészar Julianna, Nagyszalonta
Megoldas:

a) A téglalapok atloit Pitagorasz tételével kiszamolva, a kovetkezd sorozathoz

jutunk:1, \/E , \/§, \/g, \/g, \/]3, ... Eszrevessziik, hogy ezek a Fibonacci sorozat tagjainak a

négyzetgyokei a harmadik tagtol kezdve: \/F_n = \/(\/FM )2 + (\/Fm2 )2 = \/Fn_l +F ,,n=3.
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Megjegyzés: F,=0,F =1, F ,=F_ +F,vneN

n+l

A keresett teriiletek: T, =/FF,, T, =/F,F,, T, =FF,,...T, =/F,-F_,,n>1.

«/ 1+ \/
=lim-YV—= \/7 =1lim L” (az aranymetszet szama).
ng)oc n—o0 N—00
1 n-1

b) A hatarérték kiszamitasanal felhasznaljuk a Fibonacci sorozat altalanos tagjanak az

1 [ (1) (5]

alakjat: F =— ,n>1.
.] n \/g 2n 2n
Egyrészt evidens, hogy T° =F, -F, , masrészt igaz az Gigynevezett Cassini azonossag:
F .. F.—F>=(-1)", ezért
k+1
gL M o s L P (i—ij=i—i+5—i+...+ F R
e k=2 Fe Fea k Fa R F R F R F. K
_ I:n _i — I:n -1
n+l FZ n+l
1 k+1 .
Akkor: lim 1+z( ) | lim F“ 2__+5- !
N k=2 Tk el By 1+\/_ 2

A Cassini azonossag igazolasa:

10 F F,

11 (F,., F
Tudjuk, hogy ( j :£ Mo j Vv n>1 (indukcioval azonnal igazolhato).
Szamitsuk ki a determinénsukat és tegyiik egyenldvé:

1 1Y 1 1)) |F F
det =| det =(-1)"=| ™ _"|=F,,-F,-F’
10 1 0 F F,
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4. feladat: Legyen x,,, =X, —x2*', x, €(0,1) barmely ne N" esetén.
a) lgazold, hogy az (xn )nZl sorozat konvergens, és szamitsd ki a hatarértékét!

b) Szamitsd ki a lim (X" +x™7 +...+X2"" ) hatérértéket!

N—o0

c) Szamitsd ki a lim*%/n-x hatarértéket!

N—o0

dr.Bencze Mihaly, Bukarest

Megoldas:
a) A matematikai indukcié modszerével igazoljuk, hogy 0 < x, <1.

2017

X — X, ==X, <0=x,,, <X, vagyis x,szigoraan csékkend és korlatos, tehat konvergens.

Legyen A=limx = A1=1-1°"=1=0

b) 1im (XX + X2 4o 3™ ) = i (% =%, )+ (% =X ) oo (X, = X01)) =
=lim(x = x,.,)=%.

2017
n

c) Mivel (x,) , szigoraan csokken a 0-hoz, kévetkezik, hogy [ j névekvo és nem
n>1

korlatos. Alkalmazva a Cesaro—Stolz- tételt kovetkezik:

2016, 2016
2016 n n+1_n - X *
lim?n - x, =lim2n. . =lim  [——=Ilim  |—————— =limaug " =
n—o0 n—o0 N— 2016 N— 2016 1 1 n—o0 X — X 1
—_ n N+
2016 016 2016
n+1 n
2016 2016 2016 2016 2016 . 2016 2016
lim Bl e —1im sog
= 2016 = 2016 =
2016 2016
nos 2016 2016 2016 nos 2016
T =X (1—xn ) ” 1—(1—xn )
2016
2016
. (1-x2¢) 1
= lim 2016

n n

e Al (1_ x 2016 ) + (1_ 2016 )2 R (1_ Xﬁme )2015 - 201\6/2016 '



