Ministerul Educatiei Nationale
Subiecte pentru — Etapa nationala a Concursului de Matematica al Liceelor Maghiare din Romania

XXVII. Erdélyi Magyar Matematikaverseny
Nagyvarad, 2017. februar 23 —26.

I1. fordulé - 12. osztaly

1. feladat: Legyen M ={ ke{0,1,2,...,2n}},neN és x*y={x+y},ahol {a}

2n+1
jeloli az a szam tortrészét. Mutasd ki, hogy (M ,*) Abel féle csoport és

(M, #)=(Z 0, +).
dr.Bencze Mihaly, Bukarest

Megoldas: 1)

,ahol 0<a,b<?2n;a,beN.

a
VX, y € M esetén, legyen X = ol és y =

+1
Ha a+b<2n, akkor xxy =20 [_a+D
2n+1) 2n+1

Ha 2n+1<a+b<4n=0<a+b—(2n+1)<2n-1,tehat

x*yz{a+b}:{1+a+b_(2n+l)}= a+b—(2n+1) e M, mivel {x+n}={x},VneN
2n+1 2n+1 2n+1

esetén. Tehat az M halmaz zart a ,, * ” miveletre nézve.

Asszociativitas:

(xxy)*z={x+y}*z={{x+y}+z}

{x+y=[x+y]+z}={x+y+2z} , Vx,y,zeM

xx(yrz)=xx{y+z}={x+{y+z}}={x+y+z-[y+z]}={x+y+z}, VX y,z2eM

Tehat a ,,*” milvelet asszociativ.
A kommutativitas evidens.
Semleges elem létezése:

JeeM:x*e=x,xeM = {x+e}=x,VxeM =e=0eM az M halmaz semleges eleme.

Szimetrizalhatosag:

vXxeM=3IxeM: x*x’:x’*x=0:>{x+x'}=O:>x+x’e{0,2‘1rn JHN
n+

Tehat,ha x=0=x'=0eM ,ha x>0=x'=1-xeM.
A fentiekbd] kovetkezik, hogy (M, *) Abel féle csoport.

Az izomorfizmus igazoldsa:
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Tekintsik az F:M —>Z, .., F (Lj =k fliggvényt.
2n+1

Ha F( ky j:F( ky j,ogkl,kZSZn:klsz:klzkz osztva 2n+1-gyel
2n+1 2n+1

Ky K,
- —— =
2n+1 2n+1

. Amibdl kapjuk, hogy F injektiv.

VkeZ, >t= e M, azaz F(t)=Kk, tehat F sziirjektiv is, azaz F bijektiv.

2n+1

Kimutatjuk, hogy F(x*y)=F(x)+F(y),vx,yeM esetén.

Ha x = K eM,y= k. ,0<k;,k, <2n
2n+1 2n+1

Ha k +k <2n= 0<Xitke ¢ 20 e Ktk Cpp e
2n+1 2n+1 2n+1
F(xxy)=F({x+y})=F _kl”‘z} Kk, =k +k, = F (x)+ F ().
on+lf) R TR

k+k,—2n-1_2n-1 k, +k, —(2n+1)

Ha 2n+1<k, +k,<4n=0< < , igy
2n+1 2n+1 2n+1

eM.

Ezek szerint

F(x*y):F({x+y}):F[{%})= F[{%Dzkﬁkz—m—l:kﬁkz:F(x)+F(y).

Tehat (M,*)=(Z,,,,,+)
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2. feladat: Legyenek az (A, *) és (B,o) csoportok semleges elemei e, illetve u. Ha az

f : A— B fliggvény rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

I. VX, yeAesetén f(x*xy)=f(x)o f(y) és

ii. f(x)#u, vxe A—{e} elemre,

igazold, hogy f injektiv.
Palhegyi-Farkas LaszIlo, Nagyvadrad

Megoldas: X' a szokdsos modon jelentse az X inverz elemét.
Legyen eloszor x=y =e, akkor f(e)= f(exe)= f(e)o f(e) .
Masrészt u=f'(e)o f(e)=f'(e)o(f(e)of(e))=(f'(e)of(e))of(e)=uof(e)="f(e) .
Tehat f(e)=u (1)
Legyen most xe A és y=x', akkor u= f(e)= f(x*x")= f(x)o f(x") innen
kovetkezik, hogy f(x')= f'(x), Vxe A esetén. (2)
Legyen most x € A és y helyett legyen y'.
Akkor f(x=*y")=f(x)o f(y)=f(x)ef'(y), alkalmaztuk a (2)-es tulajdonsagot.
Tehat V x,y € A esetén f(x*xy)=f(x)o f'(y) (3)
Az injektivitas igazolasa:
Feltételezziik, hogy f(x)= f(X,) ,akkor f(x)o f'(x,)= f(x,)e f'(X,)=u ,innen
u=f(x)e f'(x,)=f(x *x;) , alkalmaztuk a (3)-as tulajdonsagot.
Tehat f(x *X;)=u, amibdl az igazolt (1)-es tulajdonsag és a (2)-es feltétel alapjan

kovetkezik, hogy X, * X, =e lehet csak, azaz x, =X, .
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3. feladat: Adottak az f. (Og] >R, f,(x)= € COSX-SINMX v e N* fiiggvények.

sin x
2n 1 )dX

b) Hatirozd megaz f, , pr1m1t1V fliggvényeinek a halmazat.

a) Szamitsd ki: [ (f,,.(x

Matéfi Istvan, Marosvasarhely

Megoldas:

g*.cosxsin(2n+1)x e*.cosxsin(2n—-1)x
a) I(f2n+l(x)_f2n—l(x))dx=j Sin)(( ) dX_I Sin)(( ) dX=

je cosx(sm(2n+1)x sin(2n-1)x Ie COS X - 2SiNn X - COS 2NX
sin x B sin x
Iex2cosx-0052nxdx:je . cos(2n+1)x+cos(2n—1)x)dx

dx =

e*-(cosax+asinax)

De Iex -C0S arXdX =

1+a?

Tehat.[ 2n+1 2n 1 )jX—
e (cos(2n+1)x+(2n+1)sm(2n+1)x) e*-(cos(2n-1)x+(2n-1)sin(2n-1)x)
+
1+(2n+1) 1+(2n-1)
X 2n+1 2n+1)sin(2n+1
b) Legyen k(2n+1):e (cos(2n+1)x+( n+2)sm( n+ )X),VneN*,
1+(2n+1)
j(fznﬂ(x)—f (X))dx =k(2n+1)+k(2n-1)
I(fzn_l(x)—fZH3(x))dx_k(2n 1)+k(2n-3)
(5,00 600k =k(2)+k(1)
Osszeadva kapjuk, hogy: I ane ( (X))dx =k (2n+1)+k(2n-1)+...+k(1)=

f f2n+l(x)dx:k(2n+1)+k(2n—1)+...+k(1)+e '(COS;Hm X)+%_
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4. feladat: Adottaz f :R — R, fiiggvény, amelyre igaz, hogy ( f (X))5 +5' = x| barmely
x e R esetén. Mutasd ki, hogy az f fliggvénynek van primitiv fiiggvénye.
dr.Bencze Mihaly, Bukarest

Megoldas:
Legyen g:R >R, g(x)=x"+5".
Az 1°(x)+5'"™ = x 5sszefiiggés ekvivalens a g( f (X)) =X, VX e R egyenléséggel.
A g fiiggvény drivéalhato és g'(x)=5x"+5"In5>0 = a g fiiggvény szigorian ndvekvd az
R halmazon. Tehat g injektiv.
Mivel a g fiiggvény folytonos az R halmazon, kovetkezik, hogy Darboux tulajdonsagu és

lim g (X) =—0 ¢s limg (X) =00, Vagyis ¢ (R) =R tehat a g fliggvény sziirjektiv.
A fentiekbdl kovetkezik, hogy a g fliggvény bijektiv, tehat invertalhato.

Mivel g( f (x))=x= f(x)=g™(x)= az f fiiggvény folytonos az R halmazon, tehit az f

figgvénynek van primitiv fiiggvénye.



